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Глава 1

Увод

В дисертацията е разгледана класическа задача в теорията на диферен­
циалните уравнения и във физиката -  единствеността на решенията на физи­
чески значима система от диференциални уравнения, По-точно е установена 
единствеността на някои точни решения на гравитационните уравнения на 
Айнщайн, когато в тях има определени интересни повърхнини. Тези повърх­
нини са фотонната сфера и гърлото на червеева дупка,

В три глави са изложени оригиналните резултати. Първият е единстве­
ността на решенията на уравненията на Айнщайн-Макеуел при наличието на 
фотонна сфера. След това е разгледана подобна задача, когато има и екаларно 
поле. Последният резултат се отнася до единствеността на решенията с черве­
ева дупка с фантомно екаларно и (фантомно) електромагнитно поле, когато 
константата на взаимодействие между екаларното и електромагнитното поле 
е единица.
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Глава 2 

Малко диференциална геометрия

За получаване на резултатите еа необходими основни сведения от дифе­
ренциалната геометрия.

Тензорът на Айнщайн е основен обект, за да ее запишат уравненията на 
Айнщайн, Целта тук е да ее достигне до неговата дефиниция,

2.1.1 Ковариантна производна
За четиримерно многообразие M  е метричен тензор gßv и векторно поле 

X ß ковариантната производна се дава от следната формула [1]:

където ra v е поле, наречено свързаност. Конкретна свързаност е свързаността 
на Леви-Чивита, която трябва да изпълнява следните две свойства:

1, ra v =  Г(Ц (симетричност);

2. V agßv =  0 (съгласуваност е метриката).

Тук коефициентите Г^  ̂ се наричат символи на Криетофел и се определят от

Може да ее взима ковариантна производна от тензор е произволен брой кон- 
травариантни и ковариантни индекси. Например

2.1 Тензор на Айнщайн

Vv X  "  =  dv X  Щ  X “ , (2 .1)

(2 .2)

(2 .3)
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Казва се, че тензор T ß'" v е паралелно пренесен по крива y с тангенциален 
вектор uß, ако ковариантната му производна върху кривата е нула,

uaV aT  =  0. (2.4)

2.1.2 Кривина
Тензорът на Риман Rßvaß се дефинира от

V « V ß -  V ßV aX^  =  - R % X v, (2.5)

което важи за произволно векторно поле X А  В явен вид -

R ^ e  =  д „ г ГФ -  двщ  щ щ ,  (2.6)

Тензорът на Риман удовлетворява следните равенства;

!■ R^vaß R v^aß R^vßa Raß^v;

2. Rßvaß +  Rßaßv +  Rßßva 0;

3. V 7RßVaß +  V aRßVßY +  V ßRßVia =  0 (тъждества на Бианки),

След контракция се получава тензорът на Ричи Rßv,

R v  =  , (2.7)

който е симетричен тензор. След още една контракция се получава екаларът 
R

R =  R ß . (2.8)

Тогава тензорът на Айнщайн Gßv се дефинира като

— 2 R9ßv. (2-9)

Той е симетричен тензор и удовлетворява контрактираните тъждества на Би­
анки,

Vv GßV =  0. (2.10)

2.2 Килингови вектори
Крайната цел тук е да се въведе понятието Килингов вектор,
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2.2.1 Геодезични
Разглеждайки крива д, параметризирана от параметър А (т,е, описвана 

от функциите xT(А)), геодезичното уравнение е

Д  ̂ /- ]  Д <"V*ß /"]  <"V*T

+  raßДАТ d T  =  * (A )d T  <2'п >

А
собственото разстояние (за проетранетвеноподобна геодезична), геодезичното 
уравнение приема вида,

Д 2 ,-у,т /-] Л <"v*ß
6 1  Ду   . I f 6 l t V  6 l t V  _ /  _ _ \

dA2  +  x  d T  Tit = 0  (2 '12)

2.2.2 Производна на Ли
Производната на Ли при зададени вектори X т и Y т се дефинира като

L YX t =  Y vdvX t -  X vdvY t . (2.13)

Дефиницията може да ce разшири за произволни тензори. Например, за тен- 
зорно поле T Tv, производната му на Ли по вектора Y  се дава от

L y T  T, =  Y aV aT Tv -  T “  Va Y  t +  T TaV v Y a (2.14)

Свързано понятие е преносът на Ли на тензорно поле по крива. T T" 'v е
пренесен в смисъл на Ли по кривата y  с тангенциален вектор uT, ако произ­
водната му на Ли върху кривата е нула,

LUT T"' v... =  0. (2.15)

2.2.3 Килингови вектори
За да е Килингово едно векторно поле X т , то трябва да изпълнява след­

ното условие:

LxgTv =  0. (2.16)

Това условие може да ее запише във вида,

V  tX v +  V v X t =  °  (2-17)
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2.3 Диференциална геометрия на повърхнините
Тук целта е да ее достигне до уравненията на Гаус-Кодаци и теоремата 

на Гауе-Боне,

2.3.1 Хиперповърхнини
Нека M  е четиримерно многообразие е координати { x ß}ß=0 и Лоренцова 

метрика gß v със метнат ура (—, + , + , + ), Тримерно подмногообразие (хиперпо- 
върхнина) Е се задава по два начина: реетриктирайки координатите,

Ф(хм ) =  0, (2.18)

или чрез параметрични уравнения,

x ß =  х ß (yi), (2.19)

където |уг} 3=1 са координатите върху хиперповърхнината. Векторът dßФ е
нормален към хиперповърхнината. За времеподобна или проетранетвенопо-
добна хиперповърхнина единичният нормален вектор nß се дефинира като

=  — t a , *
ß \gaß d ^ d ß  Ф|1/ 2

където е =  — 1 за проетранетвеноподобна и е =  1 за времеподобна. Стойността 
на е е избрана така, че nßdßФ >  0.

За изотропна хиперповърхнина нормален вектор ее дефинира като

к, =  —д» ф. (2.21)

От параметричните уравнения x ß =  x ß (уг ) следва, че

д х  ß
«  =  W  С .22)

са тангенциални вектори към Е. Тогава първата фундаментална форма (ин­
дуцираната метрика) на Е е

hij =  gß v eß e j . (2.23)

Обратната метрика gßv може да се запише във вида,

когато хиперповърхнината не е изотропна.

gß v =  enßnv +  hij eß ev, (2.24)
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2.3.2 Външна кривина
За дефинирането на външна кривина на хиперповърхнина е необходимо 

да се разгледа тангенциално векторно поле X т , такова че

X T =  X  ieTT, X tUt =  0, X i =  X ^ T . (2.25)

Вътрешната ковариантна производна на вектора X T се дефинира като

hV iX j  =  V tX v eTeV =  d%X 3 -  hГ * X k. (2.26)

Векторът V TX veT има нормална компонента и разложението му се дава
от

V t X veT =  hV iX j ev -  e X j K 3lnv, (2.27)

където втората ф ундаментална, форма (външната кривина) K ji на S e

K ji =  V ßnv eV eT. (2.28)

K ij

Kij =  Kji. (2.29)

2.3.3 Уравнения на Гаус-Кодаци
Използвайки индуцираната метрика h j  върху дадена хиперповърхнина S 

и съответната й ковариантна производна, може да ее дефинира изцяло вът­
решен за повърхнината тензор на кривината чрез уравнението

hVi hV jX k -  hV j hV iX k =  - hR k1ijX l. (2.30)

Тогава някои от компонентите на четиримерния тензор на Риман, реетрик- 
тирани върху хиперповърхнината, могат да ее изразят чрез вътрешната и 
външната кривина на S, Тези изрази се наричат уравнения на Гаус-Кодаци,

RaßTVei ejj eTeV =  hRijkl +  e (K ilK jk -  K ikK jl) (2.31)

и

RaßTVnaefeTek =  hVkKij -  hV jK ^ . (2.32)
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2.3.4 Теоремата на Гаус-Боне
Теоремата на Гаус-Боне е много важен резултат в диференциалната гео­

метрия, който свързва геометрията (чрез Гауеовата кривина) е топологията 
(чрез характеристиката на Ойлер) на двумерна повърхнина [2],

Т еор ем а  2.3.1. Нека Е е компактно, ориентирано, двумерно Риманово мно­
гообразие с Гаусова кривина K  и Ойлерова характеристика х (Е ). Тогава,

Тук da е ориентираният повърхнинен елемент на Е,
Дадената теорема е класическият резултат за двумерни многообразия. Ко­

гато многообразието има топологията на сфера, х(Е ) =  2,

(2.33)
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Глава 3 

Обща теория на относителността

В тази глава са представени уравненията на Общата теория на относител­
ността, Освен това е показано как се появяват за първи път фотонната сфера 
и червеевата дупка в решението на Шварцшилд,

3.1 Полеви уравнения на Айнщайн
В Общата теория на относителността проетранетво-времето е четиример- 

но Лоренцово многообразие (L4, $). Сигнатурата на метриката е (—, +  , +  , + ) и 
пространствено-времевите координати са означени с малки гръцки индекси. 
Полето, описващо гравитацията, е метричният тензор 0ßv. То се намира чрез 
решаване на система частни диференциални уравнения от втори ред, известни 
като полеви уравнения на Айнщайн,

G »v =  8nT , v, (3.1)

където Gß v е тензорът та Айнщайн и Tßv е тензорът на енергията и импулса.

3.2 Геодезично уравнение
Останалата част от теорията се дава от геодезичното уравнение, описващо 

движението на свободно падащи частици,

Д 2 Д Д г у Р

d F  +  г -  й  й  =  °- <3 '2’

където А е афинен параметър.
Именно геодезичното уравнение води до понятието фотонна сфера.
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3.3 Статично пространство-време
Първо се дефинира стационарно пространство-време.

Д еф и н и ц и я  3.3 .1 . Едно асимптотически плоско пространство-време L4, 
което допуска асимптотически времеподобно Килингово векторно поле 
се нарича стационарно.

След това се дефинира статично пространство-време.

Д еф и н и ц и я  3.3.2. Едно стационарно пространство-време се нарича ста­
тично, ако асимптотически времеподобното Килингово векторно поле ^  е 
ортогонално на (пространствепоподобпа) хиперповърхпипа във всяка точка 
x  е  £ 4.

Едно статично пространство-време допуска следната 3 +  1 декомпозиция: 
съществуват гладко Риманово многообразие (M 3,g) и гладка lapse функция 
N  : M 3 — > R+, такива че

L4 =  R x M 3, g =  —N 2dt2 +  g. (3.3)

3.4 Фотонна сфера в пространство-времето на 
Шварцшилд

Започвайки от метриката на Шварцшилд [3],

ds2 =  — ^ 1 — 2 M ^ dt2 +  ^1 — ^ dr2 +  r2 (dö2 +  sin20d0) , (3,4)

може да се получи r компонентата на геодезичното уравнение в явен вид,

1 (  д  У + v  ( r ) = 2 E 2- (з '5)

където

, 1 M  L 2 M L 2 . ,
V (r) =  2 е — +  +  2Ц  — . ( 1

Тук А е афинен параметър върху геодезичната, е =  ±1 , 0 за времеподобни, 
проетранетвеноподобни или изотропни геодезични и E  и L са запазващи се 
величини, асоциирани съответно с времеви транслации и ротации (т.е. енергия 
и момент на импулса).

11



Уравнение (3,5) е уравнението за движение на класическа частица е еди­
нична маса и енергия 2E 2, движеща се в едномерен потенциал V (r). Разг­
леждайки безмасова частица (е =  0), може да се намери, че максимумът на 

V (r )

r =  3M. (3.7)

С други думи, (3.7) е радиусът, на който фотон може вечно да обикаля цен-
r =  3M

проетранетво-времето на Шварцшилд ее нарича фотонна сфера. Тя може да 
ее обобщи за други класове решения на полевите уравнения.

3.5 Първата червеева дупка
За да ее види как възниква червеева дупка в проетранетво-времето на 

Шварцшилд, трябва първо да се отбележи, че стандартните координати (t, r, в, ф) 
покриват само половината пространство-време [4], По-добра координатна сис­
тема е тази на Круекал (у ,п ,в ,ф ), за която

u2 — v2 =  ^ — 1̂  e2M, r >  0 (3,8)

и

2uv
tanh ^  . (3-9)u2 +  v2 V 2M

В тези координати метриката приема вида,

32 M 3
ds2 =  e- 222 (—dv2 +  du2) +  r2 (de2 +  sin2вdф) . (3,10)

В координатите на Круекал може да се начертае диаграмата на Круекал, 
изобразяваща, максима, шо разширеното пространство-време на Шварцшилд, 
и да се види моментното формиране на червеева дупка между два асимпто­
тически плоски края в периода от координатно време v G [—1,1],
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Глава 4

Мотивация

Има две основни движещи сили за разглеждането на задачите в дисер­
тацията, Първата и може би най-важната е, разбира ее, физичната, Аетро- 
физичните наблюдения стават вее по-популярна част от експерименталната 
физика и ни дават огромно количество информация за структурата на на­
шата Вселена, Във връзка е това фотонните сфери еа директно свързани е 
наблюдения на гравитационни лещи, докато използваемите червееви дупки, 
въпреки че еа доста екзотични обекти, бавно биват приемани като физическа 
реалност поради наблюдения, намекващи, че Вселената ни е съставена оенов- 
но от екзотична материя.

Втората движеща сила е математичната. Въпросът за съществуване и 
единетвеноет на решения е съществена част от изучаването на диференци­
алните уравнения и е особено важен за еилно нелинейни системи (какъвто е 
случаят е уравненията на Айнщайн),

4.1 Физика
Физичните аспекти на фотонните сфери еа от съществено значение за 

наблюдателната физика. Отдавна е известно, че ултракомпактните обекти е 
радуиеи R <  3M  могат да са физическа реалност [5], По принцип релативие- 
тките свойства на едно разпределение на материя ее определят от компакт­
ността му MR. За черна дупка R  =  2, докато обекти, за които R  >  6, са почти 
Нютонови, Компактните обекти имат отношения радиус към маса между тези 
две стойности, Ултракомпактните обекти са тези е 2 <  MR <  3 и те могат да 
притежават фотонна сфера.

Тези ултракомпактни обекти имат някои много интересни свойства: те 
действат като гравитационни лещи, тяхната еветимоет на Едингтън може 
да ее променя и може да съществуват ограничени орбити за релативистки

13



частици (например неутрина) около тях [6]. Гравитационното отклонение на 
светлина от ултракомпактни обекти е особено интересно. Първо, при компакт­
ните звезди с R  ~  1, 76RS, където RS е радиусът на Шварцшилд, се наблюдава 
повърхностен пръстен на Айнщайн, Това е феномен, при който цялата повър­
хност на звездата се вижда в кръг около нея. За ултракомпактни обекти този 
ефект е много по-голям и има безкрайно много повърхностни пръстени на 
Айнщайн около звездата.

Освен това при отклонение на светлина от ултракомпактни обекти фо­
тонните сфери се свързват с подобен феномен, известен като релативистки 
образи [7, 8], Това са поредици от образи от двете страни на оптичната ос в 
допълнение към основните два образа, които трябва да се наблюдават при 
гравитационна леща, която е черна дупка на Шварцшилд, Техните източни­
ци са фотони, обикалящи около централния обект множество пъти, преди да 
достигнат наблюдателя (в зависимост от техния прицелен параметър). До­
като основните образи са характеристични за слаби гравитационни полета, 
релативистките образи са феномен при силно поле. Поради това тяхното наб­
людение би потвърдило геометрията на Шварцшилд близо до хоризонта на 
събитията. Това не е лека задача обаче, тъй като се очаква да са много бледи. 

Изучаването на гравитационни лещи със ска. трон заряд също води до 
много интересни изводи [9, 10], В зависимост от отношението на скаларния 
заряд към масата се очаква да се наблюдават качествено различни образи. 
Например възможно е да има два пръстена на Айнщайн (или нито един) при

( )
само при маса M  и екаларен заряд g, удовлетворяващи 0 <  (Му) <  3, същес­
твува фотонна сфера и това може да се определи наблюдателно от наличието 
на релативистки образи,

В допълнение към гравитационните лещи, съществуват множество други 
изследвания, които свързват фотонните сфери с наблюдателни ефекти. Има 
връзка например между нестабилните изотропни геодезични криви и харак­
теристичните моди на черните дупки [11, 12], Тази връзка идва, от факта, че 
квазинормалните моди могат да бъдат интерпретирани като изотропни части­
ци, уловени в нестабилната кръгова орбита и бавно изтичащи. Следователно 
може да се разгледа връзката между квазинормалните моди на черни дупки и 
гравитационните лещи в границата на силно отклонение [13], Накрая трябва 
да се спомене, че гравитационните вълни от фазата на затихване след сливане 
на двойна система предоставят информация за съществуването на светлинен 
пръстен, а не на хоризонт на събитията, след сливането [14],

Освен фотонната сфера, друг важен обект, който ще бъде разгледан, е чер- 
веевата дупка, Червеевите дупки са може би едни от най-широко известните 
обекти, наред с черните дупки. Решения за използваеми червееви дупки за
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първи път са получени от Елис и Бронников [15, 16, 17]. Тяхното съществува­
не обаче изисква някаква екзотична материя -  такава с тензор на енергията 
и импулса, нарушаващ условието за изотропност на енергията [18, 19, 20, 21]. 
Актуални космологични наблюдения намекват, че такава материя може да 
съществува във Вселената под формата на тъмна енергия [22].

Има още и нови публикации, показващи възможността за съществуването 
на статични червееви дупки без екзотична материя. Такъв е случаят в моди­
фицираните теории на гравитацията [23] -  например в четиримерната дила- 
тонна гравитация на Айнщайн-Гаус-Боне [24, 25]. В модифицираните теории 
полевите уравнения имат допълнителни членове, но могат да бъдат записани 
с ефективен тензор на енергията и импулса [23]. Тогава енергетичното усло­
вие, което се нарушава, е обобщеното условие за изотропност на енергията, 
което се отнася до ефективния тензор на енергията и импулса. Следователно 
тензорът на енергията и импулса на норма.inaia материя може да удовлет­
ворява всички стандартни енергетични условия, но трябва да има някакви 
ограничения върху геометрията на червеевата дупка.

Накрая трябва да се спомене, че могат да се разглеждат и въртящи се чер­
вееви дупки на Елис -  симетрични и несиметрични. Те също имат интересни 
свойства. Например несиметричните могат да имат скорост на въртене на гър­
лото по-голяма от скоростта на светлината [26, 27], а и двата вида, притежават 
ограничени орбити за масови и безмасови частици, което води до наличието 
на фотонен регион. Това от своя страна има последствия за наблюдателната 
физика.

В тази връзка Джоу изследва възможните начини за експериментално раз­
личаване на въртящи се червееви дупки на Елис и черни дупки на Кер [28]. 
Разлежда се възможността такива червееви дупки да имат тънки акреционни 
дискове, които да отразяват рентгенови лъчи, и се търсят признаци за на­
личието на червеева дупка в профила на линията на желязото в отразения 
спектър. Оказва се, че теоретично е възможно да се разграничават червееви 
и черни дупки по този начин, но сегашните ни наблюдения не са доетатъч- 
но добри в повечето случаи. Все пак за свръхмасивните кандидати за черни 
дупки в ядрата на галактиките може да бъде изключена възможността да са 
въртящи се червееви дупки на Елис.

4.2 Математика
Общата идея за доказване на единственост на определени решения на 

уравненията на Айнщайн, използвайки физически значими повърхнини, не е 
нова. Класическите резултати на Израел използват хоризонта на събитията 
[29, 30]. Основният резултат е следната теорема [29]:
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Т еор ем а  4 .2 .1 . Нека M 3 е пространствена хиперповьрхнина t =  const, м,а,к- 
симално разширена, като g(£ ,£ ) <  0. Единственото статично пространство- 
време, удовлетворяващо

M 3

2. Повърхнините N  =  const >  0, t =  const са, регулярни, просто-свързани 
затворени 2-пространства;

3. Ипвариаптът R aß ßVR aßßV е ограничен върху M 3;

N  M 3
2-пространства,та, N  =  c клони, към граница при c щ  0+ , съответст­
ваща, па, затворено, регулярно 2-пространство е крайна площ;

е решението на Шварцшилд.

Следващата, стъпка е подобна теорема за електро-вакуумно проетранетво- 
време [30]. Тя показва единетвеноетта на решението на Райенер-Нордетрьом. 
Условията на теоремата еа подобни на тези в теорема 4.2.1.

Подходът на Израел може да ее адаптира към други интересни повърх­
нини -  например фотонните сфери, тъй като те имат подобни свойства на 
хоризонтите на събитията. За тази цел трябва да ее мине през една статия на 
Клаудел, Вирбхадра и Елис от 2001 година [31], в която понятието фотонна 
сфера е обобщено чрез геометрична дефиниция за произволно проетранетво- 
време.

Д еф и н и ц и я  4 .2 .1 . Фотонна повърхнина па, пространство-времето (L , g) е 
потопена, никъде пространственоподобна хиперповърхнина P  в (L, g), така­
ва че за, всяка, точка p G P  и всеки изотропен вектор кг G TpP  съществува 
изотропна геодезична, y  : (—е, е) щ  L o f (L, g), такава че д(0) =  к, |y| G P.

Доказана е важна теорема отноетно някои свойства на фотонните повър­
хнини.

Т еор ем а  4 .2 .2 . Нека, P 3 е врем,еподобна хиперповърхнина, в (L4, g). Нека va е 
единичен нормален вектор към, P 3 и нека pij е индуцираната метрика върху 
P 3. Нека h j е втората, фундаментална форма на P 3 и нека X j  е безследовата 
част на, h j  Тогава, следните са, еквивалентни,:

P 3

2. hijkikj =  0 за, всяко изотропно векторно поле кг G TpP 3, Vp G P 3;

3- Xij =  ° ;
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Jf.. всяка афинна изотропна геодезична, на, (P 3,p) е афинна изотропни гео­
дезична на, (L4, g)-

След това можем да дефинираме фотонна сфера, която е съгласувана еъе 
симетриите на проетранетво-времето, ако има такива.

Д еф и н и ц и я  4 .2 .2 . Нека, (L4, g) допуска група на, изометрии G. Фотонна, 
повърхнина P 3 на, (L4, g), която е инвариантна относно действието на, G в 
смисъла, че всяко g е  G изобразява, P 3 в P 3, ще се нарича, G -инвариантна 
фотонна сфера,.

Сферичноеиметрично и статично пространство-време е такова, което до­
пуска група на изометрии SO(3) x R, такава че R орбитите са генерирани от 
Килингово поле K , което е ортогонално на хиперповърхнина и ортогонално на 
SO(3) орбитите. Фотонната сфера се дефинира като SO(3) x М-инвариантна 
фотонна повърхнина в статично, сферичноеиметрично пространство-време, 

Седербаум развива това направление в [32] и обобщава дефиницията на 
фотонна сфера, като ее отказва от условието за сферична симетрия. Важните 
теореми са две.

Д еф и н и ц и я  4.2 .3 . Времеподобна вписана хиперповърхнина P 3 ^  L4 е АП- 
геометро-статично пространство-време (L4, g) се нарича, фотонна повърх­
нина, тогава, и само тогава, когато всяка, изотропна геодезична, първоначал-

P 3 P 3

Така може да ее даде дефиниция на фотонна сфера,

(L4, g)
врем,е и P 3 ^  L4 е фотонна повърхнина. Тогава, P 3 се нарича, фотонна сфера,

N  P 3

Тук под АП-геометро-етатично пространство-време ее разбира пространство- 
време, което е гладко, асимптотически плоско, максимално разширено, ета- 
тично и вакуумно.

Основният резултат е следната теорема [32]:

(L4, g)
притежаващо фотонна сфера, P 3 ^  L4 със средна, кри вина, H, възникваща ка-

L4 N  L4
гулярно. Тогава, H =  const w (L4, g) е из ом, стри,ч, но на, проетранетво-времето 
на Шварцшилд със съща,та, маса M  =  >  0.

В това направление ее продължава със статия на Язаджиев [33], В нея се 
доказва единствеността на статичното пространство време, съдържащо фо­
тонна сфера, когато се добави и екаларно поле <р. За тази цел е необходима 
подходятца, модификация на дефиницията на фотонна сфера [33],
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Дефиниция 4.2.5. Нека P 3 щ  L4 е фотонна повърхнина. Тогава, P 3 се на­
рича фотонна сфера, ако lapse функцията N  и скаларното поле <р са, конс-

P 3

Уеловието за регулярно разслояване на проетранетво-времето L4 от lapse 
N

ложителноет на масата [34, 35, 36]. Тя ее излага в термини на множество от 
начални данни. Едно множество от начални данни ее състои от ориентира-

M 3

gij , втора фундаментална форма K ij , локална масова плътноет р и локална 
плътност на потока J\ дгj, K j ,  р и Jг трябва да удовлетворяват определени
връзки [35]. Приема се, че р и Jг удовлетворяват условието за доминантноет
на енергията:

р >  ( j 2. (4.1)

Едно множество от начални данни ее нарича асимптотически плоско, ако за 
някое компактно множество C, M 3 \ C  се състои от краен брой компоненти 
M f,..., Mp3, такива че веяко Mp3 е дифеоморфно на допълнението на компак­
тно множество в R 3. Върху вея k o  M| метриката има следното аеимптотично 
развитие:

gгj =  г̂j +  k j , |òгj| <  ki(1 +  r ) -1 , (4.2)
Idhj| <  k2(1 +  r2) -1 , Idöhj| <  k3(1 +  r3) -1 ,

където k1 ,k2 и k3 са положителни константи. Приема се, че аеимптотичното 
поведение на екаларната кривина aR н на втората ф ундаментална, форма K j  
е следното:

|R| <  k4(1 +  r4) -1 , |dR| <  k5(1 +  r5) -1 , (4.3)
K |  +  r IOKìj| +  r2 |ддKгj| <  k6(1 +  r2) -1 , |tr(K)| <  k7(1 +  r3) -1 ,

където k4,k5, k6 и k7 са константи. Освен това е всяко M| може
Mk

на масата гласи следното:

Теорема 4.2.4. Нека, (M 3, g j , K j ) е асимптотически плоско множество от 
начални, данни,. Тогава, M k >  0 за 1 <  k <  p.

Mk
нула. Необходимо е още едно допускане за метриката:

Idddbj| +  Iddddbj| <  k8(1 +  r4) -1 . (4.4)

където отново k8 е положителна константа. Теоремата е:
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Т еор ем а  4 .2 .5 . Ако асимптотически плоско множество от начални данни 
удовлетворява, (4-4) и M k =  0 за, някое k, то мож е да бъде изометрично 
вписано в четиримерно пространство па, Минковски като пространствено- 
подобна хиперповърхнина така, че g j  да, е индуцираната метрика, и K j  да, е 
втората, фундаментална форма. По-точно M 3 има топология,та, на, R 3.

Използвайки теоремата за положителност на масата Бунтинг и Маеууд-ул- 
Алам [37] заобикалят предположението за свързаност от теоремата на Израел.
Така те доказват следната теорема:

Т еор ем а  4 .2 .6 . Въпшпото решение на Шварцшилд е единственото макси- 
мално разширено статично, вакуум,по, асимптотически Евклидово пространство- 
време е регулярна, компактна граница па, черна, дупка.

Теоремата за положителност на масата може да ее приложи и към зада­
чата за единетвеноет на фотонна сфера. Седербаум и Галоуей правят това за 
вакуумния и електро-вакуумния случай [38, 39]. По този начин те изключват 
съществуването на статично пространство-време е множество фотонни сфери. 
Теоремата за вакуумния случай гласи следното [38]:

(L4, g)
ето притежава фотонна сфера, (P 3,p) ^  (L4, g) със средна кривина H, въз-

L4 (L4, g)
M  =  (л/3-H)- 1, където H >  0, и (L4, g) е изометрично па региона, извън фо-

M
(P 3,p) е свързана и е цилиндър върху топологична сфера.

Тъй като тук фотонната сфера може да не е свързана, нейната дефиниция ее 
модифицира по подходящ начин, така че lapse функцията N  да е конетантна

P 3

мата е подобна.
Има и два резултата от Томикауа [40, 41], доказващи единетвеноет на ета- 

тичното проетранетво-време е конформно екаларно поле, притежаващо фо­
тонна сфера. Разгледани еа и двата случая за свързаността на фотонната 
сфера.

От тук нататък изследванията върху математичните аспекти на фотонни­
те сфери ее разклоняват в много различни направления. Едно направление е 
разглеждането на аеферични фотонни и антифотонни (еъе стабилни фотонни 
орбити) повърхнини [42]. Друго направление е пертурбативният подход към 
въпроса за единствеността [43]. Трето е опитът за характеризиране на региона 
еъе еилна гравитация в стационарно проетранетво-време, използвайки пове­
дението на фотоните [44, 45, 46]. Там обаче фотонните орбити не еа кръгови, а 
сферични, и ее наблюдава фотонен регион, а не сфера [44], което значително
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усложнява ситуацията.
Едно допълнително направление за изследвания възниква при разглеж­

дането на геометричните характеристики на червеевите дупки. Пропускайки 
много от детайлите, за етатично пространство-време гърлото Е на използва­
ема червеева дупка е дефинирано от Хохбърг и Висър като двумерна хипер­
повърхнина с минимална площ, взета в една от пространствените хиперпо- 
върхнини с константно време [47], Могат да се използват Гаусови нормални 
координати х г =  (xa, n) върху пространствената хиперповърхнина, така че Е 
да се дава от n =  0, Тогава използваема червеева дупка може да се дефинира 
по следния начин:

Д еф и н и ц и я  4 .2 .6 . Една двумерна хиперповърхнина Е в пространствена хи­
перповърхнина с константно врем,е на етатично пространство-време се на­

Е
ловия:

където k е втората фундаментална форма на Е.

Друга формална дефиниция на статична, асимптотически плоска червеева 
дупка с два края, която е решение на уравненията на Айнщайн с фантомно 
скаларно поле, дава Язаджиев, Тя е следната [48]:

Д еф и н и ц и я  4 .2 .7 . Едно решение на уравненията на Айнщайн с фантом­
но скаларно поле се нарича статична, асимптотически плоска използваема 
червеева дупка, ако са изпълнени следните условия:

1. Пространство-врем,ето е строго етатично (времеподобното Килинго- 
во векторно поле £ß е времеподобно навсякъде);

(M 3, g )

3. За компактно множество K  G M 3, M 3 \ K  се състои от два края 
End+ и End- , такива че всеки, край е дифеоморфен на R 3 \ B , където B  
е затвореното единично кълбо в центъра, на координатната система, 
и такива че асимптотичпото поведение на три-метриката gj ,  lapse 
функцията N  и скаларното поле <р е следното:

(4.6)

(4.7)

(4 .8)
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спрямо стандартната радиална координата г върху R 3 и където ô j  е 
стандартната плоска м,етрика, върху R 3.

Използвайки тази дефиниция, е доказана теорема за единетвеноет [48],

Т еор ем а  4 .2 .8 . Масата, M  и скаларният заряд q на, статичните и асимпто­
тически плоски използваем,и червееви, дупки, които са, решения на уравнени­
ята на, Айнщайн с фантом,но екаларно поле, удовлетворяват неравенството 
M 2 <  q2. Освен, това, мож е да има само едно пространство-време (L4,g ,^ ), 
което е статична и асимптотически плоска използваема червеева, дупка, с 
дадена, маса M , скаларен заряд q и асимптотична стойност на скала,р-

ното поле, удовлетворяваща 0 <  1 — Mr и то е изометрично на
червеевата, дупка на Елис-Бронников.
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Глава 5 

Заредената фотонна сфера

В тази глава е доказана теорема за единетвеноет на фотонна сфера в 
заредено проетранетво-време,

5.1 Предварителни дефиниции и уравнения
Разгледана е гравитация на Айнщайн-Макеуел, описвана от следното дейс­

твие:

S =  ± f  d4x ^ - 0 ( R  -  FßU F ßV ). (5.1)
16 П J £4

То води до следните уравнения:

R ßV =  2 ^FßaFva — 1 gßVFaßF aß Ĵ , (5.2)

d k F  =  0, (5.3)
dF  =  0 .

За етатично проетранетво-време съществува гладко Риманово многообра­
зие (M 3, g) и гладка lapse функция N  : M 3 — у R+, такива че

L4 =  R X M 3, g =  — N 2dt2 +  g. (5.5)

Нека £ =  Ц е Килинговото векторно поле. Тогава етатичноетта на елект­
ромагнитното поле ее дефинира от

L  F  =  0. (5.6)

Ще се разгледа случая само е електрично поле, където k F  =  0.
Пространство-времето е асимптотически плоско, ако съществува компак- 

тно множество K  G M 3, такова че M 3 \ K  е дифеоморфно на R 3 \ B, където
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B е затвореното единично кълбо в центъра на координатната система в R 3, и 
такова че

g =  ô +  O (r- 1), N  =  1 — M  +  O (r- 2). (5.7)

Асимптотичното поведение на електромагнитното поле е

F  =  — Q dt Л dr +  O (r- 3). (5.8)

Тук ^ Q c a  съответно масата и електричният заряд. Ще се разгледа физи­
чески интересният случай c M >  0 и  Q =  0.

Фотонната повърхнина се дефинира от следната дефиниция [31]:

Д еф и н и ц и я  5.1 .1 . Една вписана времеподобна хиперповърхнина (P 3,p) ^  
(L4, g)

P 3 P 3
ществува.

Следва фотонната сфера:

Д еф и н и ц и я  5.1 .2 . Нека (P 3,p) ^  (L4, g) е фотонна повърхнина. Тогава, P 3
N  P 3

едно-формата içF  е нормална към P 3.

N
вън фотонната сфера регулярно, т.е.

p- 2 =  g (SV N , SV N ) =  0 (5.9)

извън фотонната сфера. Пространствената част на този външен регион ще се 
означава с M,3xt и по дефиниция има като вътрешна граница сечението Е на 
най-външната фотонна сфера с M 3, По дефиниция Е се дава от N  =  No за 
някое N0 G R+, Като следствие от допускането всички множества N  =  const, 
включително Е  еа топологично сфери и M ^  е топологично S2 x R. 

Едно-формата на електричното поле E  се дефинира от

E  =  — iç F  (5.10)

и удовлетворява dE =  0, Поради това, че M3xt е проетоевързано, съществува
електричен потенциал такъв че E  =  dФ, От дефиницията на фотонната 
сфера следва, че Ф е константен върху нея. Без ограничение на общността ще 
изберем Фм =  0.
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Използвайки (5,5) и електричния потенциал, ее получават размерно реду­
цираните полеви уравнения:

От горните може да се получи функционална зависимост между N  и Ф 
върху Me3xt:

От принципа за максимума за елиптични частни диференциални уравне­
ния и от аеимптотичното поведение на N  при r у  œ  се получава следното

N  Me3xt

5.2 Помощни уравнения и теореми
Резултатите в този раздел еа важни за оеновната теорема. Ще бъде из­

ползвана една теорема на Клодел, Вирбхадра и Елие [31]:

Т еор ем а  5.2.1. Нека, (P 3,p) У  (L4,g) е вписана времеподобна хиперповърх­
нина. Тогава, P 3 е фотонна повърхнина тогава, и само тогава, когато вто­
рата и, фундаментална форма е пропорционални на, индуцираната метрика 
p

Тогава втората фундаментална форма на P 3 може да се запише като h =  §p, 
където H е средната криви на на P 3,

(L4, g , F )
врем,е, удовлетворяващо уравненията на, Айнщайн-Максуел и притежаващо 
фотонна сфера, (P 3,p) У  (L4, g). Тогавa, P 3 има константни средна, и ска,ла,р- 
на кривина.

Доказателство. За доказателството на теоремата първо ее използва уравне­
нието на Кодаци за (P 3,p) у  (L4,g) с единичен нормален вектор v, водещо 
до

gA N  =  N - 1 аЧ гФ аЧ гФ, 

äRij =  N -1 V i V j N  +  N - 2 {gi jä4 kФV kФ — 2 ^ г Ф ä4 j Ф) , 
V г (N - 1 ^ гФ ) =  0.

(5.11)
(5.12)
(5.13)

N 2 =  Ф2 (5.14)

No <  N  <  1. (5.15)

0 =  (1 — 3)Y (5.16)
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P 3

След това може да ее използва контрактираното уравнение на Гнус. откъ-
P 3

2 E2
"R =  3 H2 +  2 N . (5.17)

Ако се покаже, че Ev е константно върху P 3, ще следва, че "R също е
конетантно. Това ще бъде изведено по-долу. □

Продължавайки напред, втората ф ундаментална, форма h на (Е, а) ^
(M 3, g) е единичен нормален вектор v е

H
h(X , Y  ) =  H a (X ,Y  ). (5.18)

Е
средна кривина H  =  |H- От този резултат и уравнението на Кодаци за 
(Е, а) ^  (M 3,g) се получава

gR (Y ,v  ) =  0 (5.19)

и че v (N ) е константно върху Е, т.е.

gL x  (v (N )) =  0. (5.20)

Като директно следствие от (5.14) се получава, че E v също е константно вър- 
Е P 3
След няколко прилагания на уравненията на Гаус-Кодаци, както и на 

теоремата на ravc-Боне, дефиницията на Комар за маса и уравнението за 
(Е, а) ^  (M 3, g) [32]

ÔA N  =  CTA N  +  gV 2N (v, v ) +  (°trh)v(N ), (5.21)

ce получава

и

1 =  41 Q-  +  3 (M  — QФo) H (5.22)As 2

2[v (N  )]o =  No H. (5.23)
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5.3 Теорема за единетвеноет

Дефиниция 5.3.1. Една фотонна сфера се нарича неекстремална, ако

-1  H 2A S =  1. (5.24)
4п

В разглежданата задача това е еквивалентно на M 2 =  Q 2,
Основният резултат в тази глава е следната теорема:

Теорема 5.3.1. Нека, (£ fxt, g, F ) е етатично и асимптотически плоско пространство- 
M Q

Максуел и притежаващо неекстремална фотонна сфера като вътрешна гра­
ница на £ ^ .  Нека lapse функцията да разслоява, L^xt регулярно. Тогава ( L xt, g, F )

M
и заряд Q, удовлетворяващи неравенството jjä <  |.

Доказателство. Разглеждайки 3-метриката Y j върху М ^ ,  дефинирана от

Y j =  N  2gtJ, (5.25)

и един потенциал А (поради връзката (5.14)), дефиниран от

dÂ =  - N -2d<̂ , Хх  =  0, (5.26)

полевите уравнения могат да ее редуцират още:
Г2

)ij =  4  Q  -  4  DiADj '
D iD iA =  0. (5.28)

Следващата цел е да ее покаже, че двете неравенства

(  M 2 \ ~ ~
R(Y)ij =  2 f Q 2  -  1 ) D i/D jА, (5.27)

j ext
D i [Q-1 (rD iX  -  х Д Г )]  VYd3x >  0 (5.29)

и

D i (0  1D ix) VYd3x >  D i [0 1 (rD iX  -  x D ^ )]  ^Y d3x, (5.30)
ext ext

ее свеждат до равенство. Следвайки [33], това ще доведе до нулиращ ее тензор 
на Бах R ( j )ijk за метриката Y j и ДО конформно плоска метрика gij. Разглеж-

Q2дат се два случая за знака на j .
Когато j  <  1, се използва потенциал

M 2
А =  \l Qq2 — 1А, (5.31)
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а фунКцИИТе x  Г и П са дефинирани от

1 1__р2Л 4р2Л
x =  Щ А г Д Г ) 4 , r = Î T ^ , П = ( Г - ^ . (5.32)

Когато M  >  1, се използва потенциал

M 2
À X 1 — —  Л, (5.33)

където — п <  À <  п, а функциите Г и П са различни и дефинирани от

Г =  tan(À), П =  1 +  Г2 =  cos- 2(À). (5.34)

И в двата случая последната стъпка е да се пресметне явно R (g)ij kR (g)ijk =
0
рична. Тогава от теоремата на Биркоф следва, че проетранетво-времето е изо­
метрично на това на Райенер-Нордетрьом, Ограничението M  <  § е всъщност 
ограничение за съществуването на фотонна сфера и възниква свеждането на 
двете неравенства до равенство. □
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Глава G 

Добавяне на екаларно поле

В тази глава ее разглежда единствеността на фотонна сфера при наличи­
ето едновременно на екаларно и на електрично поле,

6.1 Дефиниции и подготовка
Полевите уравнения за дилатонната гравитация на Айнщайн-Максуел еа 

следните:

=  2 % р  gVvр +  2e- 2̂  ( f ^ F /  — g p FßlF ßY)  , (6.1)

gV [ßFM, ] =  0, (6.2)

gVß (e- 2ô F ßß) =  0, (6.3)

gVß V  р =  — a  e- 2“ ^  F  ̂ . (6.4)

За статично проетранетво-време съществува гладко Риманово многообра­
зие (M 3, g) и гладка lapse функция N  : M 3 — > М+ , такива че

L4 =  R  x M 3, g =  —N 2dt2 +  g. (6.5)

Статичноетта на полето на Макеуел и на екаларното поле ее дефинира 
чрез времеподобния Килингов вектор £ =  т|,

Lç F  =  0, (6.6)
Lç р =  0. (6.7)

Ще бъде разгледан случаят, когато iç * F  =  0, т.е, когато има само електрично 
поле. Освен това проетранетво-времето ще е асимптотически плоско в обичай­
ния смисъл,

Фотонната повърхнина ее дефинира от:
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Д еф и н и ц и я  6.1 .1 . Една, вписана времеподобна хиперповърхнина (P 3,p) ^  
(L4, g) се нарича фотонна повърхнина, ако всяка изотропна геодезична, ко-

P 3 P 3
докато съществува.

Тогава фотонната сфера се дефинира от:

Д еф и н и ц и я  6 .1 .2 . Нека (P 3,p) ^  (L4,g) е фотонна повърхнина. Тогава, P 3
N  P 3

едно-формите iç F u  dp са нормални към P 3.

N
слоява региона от проетранетво-времето извън фотонната сфера. Простран­
ствената част на този регион ще се отбелязва е Me3xt, а сечението на M 3 е 
P 3 Е
ва N  =  const, включително Е, са топологично ефери и Mext е топологично 
S2 x R.

Отново може да се въведе електричен потенциал Ф, който е константен
P 3 р

Ф

P =  р м — -  +  O (r-2 ), (6.8)r

Ф =  Фте +  Q  +  O (r-2 ), (6.9)r

- Q  
общността може да се фиксират p œ =  0 и Фм =  0.

Размерно редуцираните полеви уравнения еа

gA N  =  N - 1e-2“  ̂gV гФ ^ Ф ,  (6.10)
gRij =  2 gViP gV j p +  N -1 gV igV j N  (6.11)

+  N -2 e -2a<f(gij ôVfc Ф V  Ф — 2 ^ Ф  gV j Ф), 
gV i(N - 1e-2a  ̂5У гФ) =  0, (6.12)
gV i(N  gV ip) =  a N - 1e-2“  ̂^ гФ ^ гФ. (6.13)

()i принципа за максимума за елиптични частни диференциални уравне­
ния и от аеимптотичното поведение на N  при r ^  œ  следва, че стойностите

N  M  3xt

N0 <  N  <  1. (6.14)
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6.2 Някои важни резултати за външната и вът­
решната геометрия на фотонната сфера

Подобно на предната глава втората фундаментална форма на P 3 може 
да се запише като h =  §  Р  къдет о §  е средната криви на на P 3, Този факт е 
съществен за доказването на следната теорема:

Т еор ем а  6.2.1. Нека (L4, g, F, ф) е етатично, асимптотически плоско проетранетво- 
време, удовлетворяващо полевите уравнения (6.10-6.13) и притежаващо фо­
тонна сфера, (P 3,p) ^  (L4, g). Тогавa, P 3 има константни средна, и скаларна 
кривина.

Доказателството е аналогично на това на теорема 5.2.2. За екаларната кри­
вина ее получава изразът

2 2
pR  =  - § 2 -  2(gV vФ)2 +  e -2aip— E l. (6.15)

3 N 2

След това могат да бъдат получени връзки между масата, електричния 
заряд и екаларния заряд върху фотонната сфера. Чрез интегриране на (6.12)

Me3xt

Q =  - —  [  N -1e -2a^ aV i^dS l. (6.16)
J s

Същото интегриране ее извършва на (6.10) и (6.13) и води до следните изрази:

M  =  Mo +  TqQ, (6.17)
q =  qo +  aФoQ, (6.18)

Mo

Mo =  —  [  âV iN dSi, (6.19)
J s

qo

qo =  -1  I  N  W d S i .  (6.20)
J s

Втората фундаментална форма h на (S, a) ^  (M 3,g) c единичен вектор v
е

§
h (X ,Y  ) =  §  a (X ,Y  ). (6.21)

3
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Следователно (Е, a) ^  (M 3,g) има константна средна кривина

2
H  =  з  H. (6.22)

След това може да се използва уравнението на Кодаци за (Е, a) ^  (M 3, g). 
След контракция и отчитайки (6.22), ее получава

gR(Y, v) =  0. (6.23)

Горното може да се използва, за да се докаже, че v (N ) е константно върху Е 
(т.е. че L X (v (N )) =  0).

За функцията N  : M 3 — > R  и вписването (Е, a) ^  (M 3,g) е изпълнено
[32]

gA N  =  °A N  +  gV 2N (v, v ) +  °tr(h )v(N ). (6.24)

То може да ce използва в комбинация е уравненията на Гаус-Кодаци и теоре­
мата на Гаус-Боне, за да ее получат още няколко полезни уравнения:

2
2[v (N  )]o =  -  =  NoH, (6.25)

Po

1 1 3
No =  —  e-2a^° N—1E2As — —  No(gVv p )2A s +  —  H  [v (N  )]oAs (6.26)

4n 4n
и

1 =  4П н 2A  — 4 -  [N „-2[v(N)]o +  ( V p )2 — e - 2“ ^°N0- 2Y ]  (6.27)

6.3 Симетрии на размерноредуцираните полеви 
уравнения

За да ее видят по-яено симетриите на размерно редуцираните полеви урав­
нения, може да се използва нова 3-метрика Y j върхy M3 t:

Yij =  N  2gij, (6.28)

и нова функция и, такава че N 2 =  e2u. Освен това могат да се въведат следните 
нови потенциали:

U =  и +  ap , Ф =  p — au, Ф =  / 1  +  а 2Ф. (6.29)
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Тогава полевите уравнения придобиват вила,

YRij =  (-D iU D jU  -  2e-2UD ^ D j Ф +  2D iФ D jФ), (6.30)

D iD iU =  e-2U Д Ф  D iT , (6.31)
D iD iФ =  0, (6.32)

D i(e-2U D iФ) =  0. (6.33)

()i тях могат да ce получат две функционални зависимости между потен­
циалите. Първата е

e2U -  1 -  Ф2 +  2(M  +  aq) ф =  0. (6.34)
Qa

За втората може да се въведе още един потенциал ф

dZ =  - e-2U dФ, C - =  0, (6.35)

и той е свързан е Ф чрез

(qo -  aM o)C -  QaФ =  °. (6.36)

Използвайки (6.34) и (6.36), полевите уравнения ее записват като

2 /  M 2 +  q2

1 + а 2 v ~ q 2
D iD iC =  0. (6.38)

R  =  7 T -T Ï ( -  1 ) D iC D C, (6.37)

6.4 Класификация на решенията на уравнения­
та на Айнщайн-Максуел с дилатонно поле, 
съдържащи фотонна сфера

Както в предната глава, и тук ще бъдат разгледани неекетремални фо-
M 2 +  q2 -  Q 2 =  0

Т еор ем а  6 .4Л . Нека (L̂ )xt, g, F, ф) е етатично и асимптотически плоско
M Q

q
жаващо неекстремална фотонна сфера, като вътрешна, граница на L4)xt. Нека 
lapse функцията разслоява, L̂ )xt регулярно. Тогава (L̂ )xt, g, F, ф) е сферичноси- 
метрично.
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Доказателство. Доказателството на теоремата отново минава през тензора 
на Бах, Необходими са малки модификации, за да бъде сведена задачата до 
случая на заредена фотонна сфера. Разглежданите неравенства са [33]

'M L
D i [П-1 (Г А х  — х А Г )]  /Y d 3x >  0 (6.39)

и

D 1 (П lD ix) /Y d 3x >  D l [fi 1(rD iX  — x D iГ)] /Y d 3x. (6.40)
JM3xt

Има два случая. В първия M 2 +  q2 >  Q 2 и се избира потенциал А, такъв
че

Тогава

А “ ' / I  M 7 + г~  "  ( . (6,41)

1 1 
X =  (YijD iTD jГ) > , Г =  — tanh(A), П =  ^ (А ). (6.42)

2 2 2Вторият случай е при M 2 +  q2 <  Q 2 и потенциалът А е

А A l 1 — M (6,43)

Тогава

Г =  — tan(A), П =  cos-2 (А), (6,44)

X
Както в случая за заредена фотонна сфера, двете неравенства се свеждат 

до равенство, откъдето следва, че тензорът на Бах е нула и може да се получи, 
че 3-метриката gij- е еферичноеиметрична, □

Сега могат да бъдат класифицирани явно решенията на полевите уравне­
ния и това води до втора основна теорема. За тази цел първо се въведежда 
параметър Ma:

Трябва да бъдат разгледани няколко случая.

M a =  M  +  aq. (6,45)
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С л учай  M 2 +  q2 > Q 2.

Размерно редуцираните уравнения (6,37, 6,38) придобиват вида,

YRij =  2DiXDj X, (6.46)
D iD iX =  0. (6.47)

Това са статичните вакуумни уравнения на Айнщайн за метриката Y j  с ефек­
тивна lapse функция Neff =  ex и ефективна маса Meff =  \JM2 +  q2 -  Q 2- Тъй 
като решението на Шварцшилд е единственото етатично и сферичносимет- 
рично решение на вакуумните уравнения на Айнщайн, ее получава

e -  =  1 -  V M 2 +  q2 -  Q 2, (6.48)
r

Yijdxidxj =  dr2 +  e2Xr2(dB2 +  sin2 Bd^2). (6,49)

Метриката на проетранетво-времето тогава е

ds2 =  - N 2dt2 +  N - 2 [dr2 +  e2Xr2(dB2 +  sin2 Bd̂ i2)] . (6,50)

N
циал Ф и дилатонното поле ф  За тази цел трябва да се интегрира (6,35), 
отчитайки (6,36), В зависимост от M a и Qa ще се получат 3 класа от решения 
(за случаите М 1 >  Q2a, М 1 =  Q2a и Ml  <  Q2J .

С л учай  M 2 +  q2 <  Q 2.

В този случай размерно редуцираните уравнения стават

YRij =  -2D iX D j X, (6.51)
D iD iX =  0.

Решаването на тези уравнения за еферичноеиметрично пространство води
до

X =  arctan l V Q2 -  M 2 -  q21 , (6 53)

Yij =  dr2 +  (r2 +  Q2 -  M 2 -  q2)(dB2 +  sin2 Bd<̂ 2). (6,54)

Тогава четиримерната метрика е

ds2 =  -  N 2dt2 +  N - 2 [dr2 +  (r2 +  Q2 -  M 2 -  q2)(dB2 +  sin2 Bd̂ i2)] (6,55)

и отново могат да бъдат получени явни изрази за N, Ф and ф
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Глава 7 

Червееви дупки

В тази глава е разгледана единствеността на използваемите червееви дуп­
ки, които еа решения на дилатонните уравнения на Айнщайн-Максуел е фан­
томно екаларно поле и (фантомно) електромагнитно поле, когато константата 
на взаимодействие между дилатонното и електромагнитното поле е едно,

7.1 Полеви уравнения и общи дефиниции
Теорията е зададена от следното действие:

Ще бъдат разгледани само строго статични решения, т.е. такива, притежа­
ващи Килингово векторно поле £, което е времеподобно навсякъде. За такива

(M 3, g)

S =  ^  / d4x / —g [R  +  2 % p gV^p — e e -2^ F ^ v] , (7.1)

където e =  ±1 . То води до медните полеви уравнения върху L4:

R^v =  —2 % p  V p +  2ee-2  ̂ (F MßF /  — ^ Fß7F ßY)  ,

gV [ß FMv] =  Ф 

gV ß (e- 2̂ Fß^) =  0,

V  »Vß p  =  2  ее- 2Д „  F<‘v,

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(7 .6)
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Статичността на полетата е дефинирана по стандартния начин:

F  =  0, p =  0. (7.7)

Отново ce разглежда чието електричният случай, iç * F  =  0,
Дефиницията на използваема червеева дупка е следната (подобно на [48]):

Дефиниция 7.1.1. Едно решение на полевите уравнения (1.2-1.5) се нари­
ча статична, асимптотически плоска използваема червеева дупка, ако са 
изпълнени следните условия:

1. Проетранетво-времето е строго статично;

2. Римановото многообразие (M 3,д) е пълно;

3. За някое компактно множество K  G M 3, M 3 \ K  се състои от два края 
End+ и End-, такива че всеки край е дифеоморфен на R 3 \ B, където 
B  е затвореното единично кълбо в центъра, на координатната систе­
ма, и такива че асимптотичпото поведение на три-метриката gij, 
lapse функцията N, скаларното поле p и електромагнитното поле F  
е следното:

по отношение на стандартната радиална координата r върхy R 3, къ­
дето óij е стандартната плоска метрика върху R 3.

Тук N± >  0  M ±, p± =  0  q± =  0, Ф± =  0 и Q± =  0 еа константи, M± и 
q± представляват АДМ масата и екаларният заряд на съответния край End±, 
Параметрите Q± са свързани със запазващия се заряд, асоцииран с всеки 
край. Избира ce N-  <  N+ .

Както в предишните глави, може да се въведе електромагнитен потенциал 
Ф, дефиниран върху M 3, който (отчитайки (7.11)) има следното аеимптотично 
поведение:

(7.10)

(7.11)

(7.8)

(7.9)

(7.12)
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Така размерно редуцираните полеви уравнения еа следните:

aA N  =  e N -1e-2,f9V &  aV iФ, (7.13)
gRij =  - 2  aVi ф aV j ф +  N - 1 aV iaV j N  (7.14)

+  e N -2e -2v(gij aV kФaV kФ -  2 aV iФaV j Ф), 
aV i(N -1e-2v9V iФ) =  0, (7.15)
9V i(N ^ ф )  =  - e  N -1e -2lf9V гФ aV iФ. (7.16)

От принципа за максимума за елиптични частни диференциални уравне­
ния и аеимптотичното поведение на N  следва, те стойностите на N  върху M 3 
удовлетворяват

N-  <  N  <  N+ (7.17)

и равенство се достига само в случая Q± =  M ±  =  0.

7.2 Функционални зависимости между потенци­
алите

Yij
M 3

Yij =  N 2gij. (7.18)

Удобно е и да ее въведат нови потенциали:

U =  ln (N ) +  ф, Ф =  ln (N ) -  ф, (7.19)

които позволяват опростяване на редуцираните уравнения (7.13-7.16):

YRij =  D iUDj Ф +  D ^ D j U -  2e e- 2UD ^ D j Ф, (7.20)
D iD iU =  0 ,

D iD ^  =  2 ee -2U D iФDiФ, (7.22)
D i(e-2U D iФ) =  0. (7.23)

Могат да ce наложат следните ограничения върху аеимптотичните стой­
ности на потенциалите U, Ф и Ф:

U+ =  - U - ,  Ф+ =  - Ф - ,  Ф+ =  - Ф - .  (7.24)
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От симетриите на полевите уравнения могат да се получат две функцио­
нални зависимости между потенциалите. Първата е

(7.25)

където

Q ± =  e-2U± Q ± , Ф =  Ф -  Ф+, M+ =  M+ +  q+. (7.26)
(7.27)

За втората първо се въвежда потенциал ц, дефиниран от

dn =  dФ -  2ee-2UФdФ, (7.28)

и тогава зависимостта е

(M+ -  q+) +  2еФ+<3 + U =  MM+n, (7.29)

където

U =  U -  U+, n =  n -  n+. (7.30)

Използвайки тази зависимости, полевите уравнения се редуцират още -  до 
следния вид;

7.3 Теорема за единетвеноет
Може да се формулира следното твърдение:

Т еор ем а  7.3.1. Асимптотичните заряди M+, q+, Q + и асимптотичната 
U+ U

ползваеми червееви дупки, които са решения на дилатонните уравнения на

q+ -  M+ +  eQ +e2U+ ) D .U D , U, (7.31)

(7.32)D iD iU =  0.

Накрая може да се изведе полезното неравенство

(7.33)
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Айнщайн-Максуел (1.2-1.5) с фантомно екаларно поле и (евентуално фан­
томно) електромагнитно поле, удовлетворяват неравенството

В допълнение за фиксирана, стойност на параметъра £ =  ± 1 мож е да 
има само едно статично, асимптотически плоско пространство-време на 
използваема, червеева, дупка (L4, 0 , p, Ф) с асимптотични стойности на по­
тенциалите, удовлетворяващи (1.24), с дадена, маса M+, скаларен заряд q+, 
електричен заряд Q + и асимптотична стойност на потенциала, U+, удов­
летворяващи неравенството

То е изометрично на сферичносиметричното решение, получено по-долу.

Доказателство. Тримерното Риманово многообразие (M 3, Y j ) с метрика Y j  
дадена от (7.18), е пълно асимптотически плоско многообразие е два края е 
нулева маса, Y М± =  0,

Yij
поведение на gij- и на lapse функцпята N:

ще доведе до противоречие.
Вследствие на (7,37) (M 3,Y j ) е пълно асимптотически плоско Риманово 

многообразие, което притежава неотрицателна екаларна кривина, както може 
да се види от (7.31), и нулева обща маса за всеки от двата му края. От строгата 
версия на теоремата за положителност на енергията [34, 35] следва, че (M 3, Y j) 
е изометрично на (R3, öij ), Това е противоречието и следователно трябва да е 
изпълнено

q+ -  M+ +  £Q+e2U+ >  0. (7.34)

(7.35)

Yij =  àij +  0 (r 2) . (7.36)

Допускането, че е удовлетворено неравенството

q+ -  M+ +  £Q+e2U+ <  0. (7.37)

q+ -  M+ +  £Q+e2U+ >  0. (7.38)

Сега може да се въведе ново екаларно поле А, дефинирано от

(7.39)
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п
0 <  А+ =  - А -  <  - ,  (7.40)

Чрез този потенциал полевите уравнения придобиват вила,

YRij =  -2D iA D j А, (7.41)
D iD iA =  0. (7.42)

Така задачата се свежда до тази, решена в [48]. Отчитайки (7.40) може да се 
направи конформната трансформация

hij =  0 27i j , (7.43)

където

с асимптотичпи с гои нос ги. удовлетворяващи

sin4 ( А ± у  ) 
sin4 (A+)

Скаларната кривина на hij е нула. Аеимптотичното и разложение в End-

^ 2 =  ■ 4A  /  . (7-44)sin (А+)

(q+ -  M+ +  ee2U+ Q + )
hij =  ^ 27ij = -------- 16 ■ 4(A ) 4--------ôij +  O (r 6) . (7-45)16sin4(A+ )r4

Чрез координатна смяна yi =  x i/r2 и нова радиална координата R, такава че 
R 2 =  Sijyiyj , аеимптотичното разложение може да се запише като

д в  ( q + -  M + + ee2U+ Q +)
2

h( ä ?  ' d j  > -  W ( A +) ^  +  O (R 2) . (M 6 )

при R  ^  0.
Следва добавяне на точка œ  в R  =  0 и конструиране на многообразието 

M 3 =  M 3 U { œ } ,  То е геодезично пълно, скаларно плоско и е един аеимпто- 
End+

пълната му маса hM  спрямо метри ката hij трябва да е неотрицателна, hM  >  0.
hij

hij =  ^1 -  2 cot(A +)^q+  -  M+ +  ee2U+ Q + $ij +  O (r 2), (7.47)
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при r ^  œ  следва, че hM  =  — 2 cot(A+^y//q+ — M+ +  £e2U+ Q +, Отчитайки не­
равенство (7,33), следва, че hM  <  0 и равенство се доетига при А+ =  п , Сле­
дователно hM  =  0 и А+ =  2 .

Тогава (M 3,h ij ) е геодезично пълно, екаларно плоско Риманово многооб­
разие е един асимптотически плосък край и нулева маса и от теоремата за 
положителност на енергията следва, че (M 3,h ij ) е изометрично на (R3,^ij-), 

Чрез директно интегриране на полевите уравнения (7,41, 7,42) ее получа­
ват решенията, описващи червееви дупки:

Y jd x idxj =  ( 1 +  q+------ "4+2------- Q+ ) (dR 2 +  R 2d$2 +  R 2 sin2 6Чф2) , (7,48)

A =  2 arctan(
2R

q+ -  M+ +  £e2U+ Q
) -  n ,2 ) 2 ,

(7.49)

където R G (0, + œ ). □

7.3.1 Конструиране на решенията
Ф N  p А

ползване на функционалните зависимости между потенциалите и резултатът 
е следният:

Ф = Q"
2M+

N 2 =  exp

p =  q+ +

e сл — cosh
ЯЖ."

C'a

2M+ - £Q  + e2U+
M  e

£Q  + e2U+
2M+

+

A
c a

A  +  f_Q+
Ca 2MM+

e сл — cosh +
Ca

£<5
4M 2

e сл — cosh +
Ca

Ca =  a/  q+ -  M+ +  £e2U+ Q+

(7.50)

(7.51)

(7.52)

(7.53)

Доказателството на теоремата налага ограничение върху асимптотичната 
стойност на потенциала A  А+ =  -  А-  =  |, което чрез уравнение (7.39) води 
до ограничение върху U+:

U+ =  П
MM+

2 V q+ -  M+ +  £(5+e2U+
( 7 .54)

2M , Л

2 M , Л

2M I Л
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Глава 8

Заключение

Търсенето на точни решения на уравненията на Айнщайн е трудна за­
дача поради силно нелинейната им природа. Поради това всеки резултат за 
съществуването и единствеността на такива решения е от жизнена важност 
за математичното изучаване на Общата теория на относителността.

Освен математиката неоспоримо по-важна е физиката зад уравненията на 
Айнщайн, Техните решения са ни дали много нови физически (и дори фило­
софски) идеи. Известни примери са черните и червеевите дупки. Друг пример 
е фотонната сфера. Всички тези обекти имат много интересни наблюдаеми 
свойства и сега е идеалното време за изучаването им, имайки предвид ус­
кореното развитие на астрофизиката и в частност скорошното засичане на 
гравитационни вълни.

Освен това обектите, споменати по-горе, могат да се характеризират гео­
метрично като повърхнини със специални свойства и могат да се използват за 
доказването на теореми за единственост в Общата теория на относителност­
та, Първите подобни резултати използват хоризонта на събитията на черна 
дупка. Следват подобни резултати за фотонни сфери и червееви дупки. Та­
зи дисертация доразви установени резултати, като ги разшири до по-сложни 
системи от уравнения, включващи електромагнитно и екалрно поле.

Остава много бъдеща работа. Например не изглежда да има някакъв нап­
редък към класификацията на въртящите се решения, използвайки фотонни 
траектории. Освен това винаги стои въпросът с обобщаването на известни 
теореми за повече измерения. Може би това ще е следващата, стъпка?
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Научни приноси
Научните приноси от дисертацията са следните:

• Обобщения на дефиницията за фотонна сфера за статични, асимптоти­
чески плоски решения на полевите уравнения на Айнщайн-Максуел и 
Айнщайн-Максуел еъе скаларно поле;

•
потенциал и екаларното поле в статичните, асимптотически плоски ре­
шения на уравнения на Айнщайн-Максуел еъе скаларно поле (на които 
уравненията на Айнщайн-Максуел еа частен случай);

•
статичните и асимптотически плоски решения на уравненията на Айнщайн- 
Максуел и Айнщайн-Максуел еъе скаларно поле;

време на Айнщайн-Максуел, притежаващо фотонна сфера;

пия на уравненията на Айнщайн-Максуел еъе скаларно поле, притежа­
ващи фотонна сфера;

нията на Айнщайн-Максуел без и еъе скаларно поле, притежаващи фо­
тонна сфера;

•
дупка, която е решение на уравненията на Айнщайн-Максуел е фантом- 
но скаларно поле, (евентуално фантомно) електромагнитно поле и конс­
танта на взаимодействие между екаларното и електромагнитното поле, 
равна на едно;

•
поле и фантомното скаларно поле в статичните, асимптотически плос­
ки използваеми червееви дупки, които еа решения на уравненията на 
Айнщайн-Максуел еъе скаларно поле;

•
зваема червеева дупка, която е решение на уравненията на Айнщайн- 
Максуел е фантомно скаларно поле, е (евенуално фантомно) електро­
магнитно поле и константа на взаимодействие между екаларното и елек­
тромагнитното поле, равна на едно;

•
зваема червеева дупка в теорията на Айнщайн-Максуел еъе скаларно 
поле.
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Статии
Оригиналните статии, включени в дисертацията, еа следните:

• “Uniqueness Of The Static Einstein-Maxwell Spacetimes With A Photon 
Sphere” , S. Yazadjiev, B. Lazov, Classical And Quantum Gravity 32, 165021 
(2015);

• “Classification Of The Static And Asymptotically Flat Einstein-Maxwell- 
Dilaton Spacetimes With A Photon Sphere” , S. Yazadjiev, B. Lazov, Physical 
Review D 93, 083002 (2016);

• “Uniqueness Theorem For Static Phantom Wormholes In Einstein-Maxwell- 
Dilaton Theory” , B. Lazov, P. Nedkova, S. Yazadjiev, arXiv:1711.00290 [gr- 
qc] (2017).
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Доклади
Следните доклади бяха изнесени на международни конференции:

A Photon Sphere" на Compact Stars And Black Holes, Тюбинген, Герма­
ния, 07 - 09 Юли 2015;

•
Sphere" на 14th Marcel Grossmann Meeting On General Relativity And 
Gravitation, Рим, Италия, 12 - 18 Юли 2015;

•
Maxwell-dilaton Spaeetimes Possessing A Photon Sphere " на 19th International 
Conference Geometry, Integrabilitv And Quantization, Варна, България, 02 
- 07 Юни 2017.

Следните доклади бяха изнесени на национални конференции:

съдържащи фотонна сфера" на Трети национален конгрес по физически 
науки, София, България, 29 Септември - 02 Октомври 2016.
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